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Limit Problem for a Spinless Particle





Abstract: It is shown that mass-parameter-dependent solutions of the imaginary-time
magnetic relativitstic Schrodinger equations converge as functionals of Levy processes
represented by stochastic integrals of stationary Poisson point processes if mass-parameter
goes to zero.
A(x) を磁場ポテンシャル, V (x) を電場ポテンシャルとする (磁場は (r A)(x), 電場
は  rV (x)で与えられる). 相対論的古典的 Hamiltonianp(   A(x))2 +m2 m+V (x)




 (x; t) = [HmA  m+ V ] (x; t); x 2 Rd; t > 0 (1)
について考える. 方程式 (1) は電磁場内の質量 m の相対論的スピンなし量子力学的粒子
(例: 中間子, スピンを無視した電子) に対する波動関数を記述している. ここで, 時間 t
と位置 x のスケール変換により, 光速度 c, 電荷 e, ~ = h
2
(h: Plank 定数) はすべて 1 と












+m2 f(y)dyd; f 2 C10 (Rd)
により定義され, 特に Hm0 =
p +m2 である. さらに V 2 C0(Rd;R) のとき, HmA  
m+ V は L2(Rd) の下に有界な本質的自己共役作用素である. 本論文では, m を 0 に近づ
けたときの, 方程式 (1) に対する Cauchy 問題の解  m(x; t) の収束について, 確率論的に
論じた.
一瀬・田村 (1986) は方程式 (1) をユークリッド化, 即ち, 時間 t を虚数時間  it に変え,
u(x; t) :=  (x; it) と置いて得られる熱方程式 (虚数時間相対論的 Schrodinger 方程式)
@
@t
u(x; t) =  [HmA  m+ V ]u(x; t); x 2 Rd; t > 0 (2)
の Cauchy 問題の解の経路積分表示を与えた (非相対論的な場合の Feynman-Kac-Ito^ 公
式に相当する). 以下, これについて簡単に説明する.
Rd 3  7! e (
p
jj2+m2 m) 2 (0;1) は非負定値性をもつので, Bochner の定理によ
り, Rd 上のある確率測度の特性関数に等しい. この確率測度は無限分解可能であるか




jj2+m2 m) ( 2 Rd)が成り立つ. ここで集合D0 = D0([0;1)!
Rd) は, [0;1) を定義域とする Rd-値関数 X で, 右連続, 左極限を持ち, X(0) = 0 を満た
すもの全体である. 上の等式と, Levy-Khintchine の公式, さらに Levy-Ito^ 分解により,p

















ygNmX (dsdy); m-a.s. X 2 D0:











jyjd+1 ; m = 0;
をもつ (K(d+1)=2 は d+12 次の変形 Bessel 関数). NX は (0;1) 
 
Rd n f0g 上の計数測
度で, NX(E) := #fs > 0; (s;X(s)   X(s )) 2 Eg (E 2 B(0;1)  B(Rd n f0g)) によ
り定義される. fNX(E)gE は dsnm(dy) を平均測度とする Poisson ランダム測度である.gNmX (dsdy) := NX(dsdy)  dsnm(dy) と置く.
また, km0 (y; t) を A(x)  0, V (x)  0 の時の方程式 (2) の基本解とすると,





(d+1)=2 temtK(d+1)=2(m(jyj2 + t2)1=2)




(jyj2 + t2)(d+1)=2 ; m = 0;
であり, m(X 2 D0;X(t) 2 dy) = km0 (y; t)dy が成り立つ.






で与えられる. ただし, Sm(t; x;X) は































定理 1. m # 0 のとき, m は 0 に弱収束する.
定理 2. m # 0 のとき, um(; t) は t に関して局所一様に u0(; t) に C1(Rd)-収束する. た
だし, 集合 C1(Rd) は Rd を定義域とする C-値連続関数 g で, limjxj!1 g(x) = 0 を満た
すもの全体であり, そのノルムは kgk1 := supx2Rd jg(x)j.
定理 3. m # 0 のとき, um(; t) は t に関して局所一様に u0(; t) に L2(Rd)-収束する.
定理 3は, 方程式 (1) に対する Cauchy 問題の解の収束を導く:
系 4. m # 0 のとき,  m(; t) は t に関して局所一様に  0(; t) に L2(Rd)-収束する.
証明について. 定理 1は容易. 定理 2は, 確率測度の変換 m = 0 1m (m : D0 ! D0) を
行い,（3）を m = 0 のときの確率測度 0 による期待値で表した後, kum(; t) u0(; t)k1
について上から評価をすることで証明できる. 定理 3は定理 2を用いて証明される. さら
に, 定理 3に関しては, A(x), V (x) が一般の場合についても, 各々をコンパクトサポート
をもつ fAj(x)g, fVj(x)g で近似することで証明している.






0(X) に収束することを示した. 'm(X) は Poisson ラ
ンダム測度による確率積分を用いて定義される汎関数である.
(2) 一瀬 (1992) は作用素論的アプローチにより, A(x), V (x) が一般の場合の定理 3 を既
に与えている. 本論文では, 確率論的アプローチにより, expf半マルチンゲール g に対す
る極限定理を与えた. これは笠原・渡辺 (1986) の, 半マルチンゲールに対する極限定理に
ついての一般論の範疇には入らないと思われる.

